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مانند جامعه، در تمرکز اندازه�ی توصیف برای که است گرافیکی ابزار لورنتسمهم�ترين منحنی چکیده.
اندازه�گیری را اقتصادی نابرابری اقتصاددانان از بسیاری مواردی چنین در می�شود، استفاده ثروت

تعریف نابرابری میزان اندازه�گیری برای لورنتس منحنی اساس بر بسیاری شاخص�های می�کنند.

شاخص�هاست. این مهم�ترين از یکی جینی ضریب می�شوند.

می�پردازیم. لورنتس تابعی فرم�های و جینی ضریب لورنتس، منحنی معرفی به ابتدا مقاله، این در

درست�نمایی ماکسیمم دوم، توان�های کم�ترین روش سه به را لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای سپس

ایران روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های اساس بر نهایت در می�کنیم. برآورد اصلی صدک و

می�کنیم. معرفی را برآورد روش بهترین و تابعی فرم بهترین ١٣٨۴ سال در

درست�نمایی؛ ماکسیمم برآورد تابعی؛ فرم�های جینی؛ ضریب لورنتس؛ منحنی کلیدی. واژگان
اصلی. صدک دوم؛ توان�های کم�ترین برآورد

مقدمه ١

اقتصاد جمله از علمی رشته�های سایر با که است کاربردی علوم مهم�ترین از یکی آمار می�دانیم که همان�طور

صاحبان نفع به بیش�تر و عادلانه غیر درآمدها توزیع سیستم توسعه�يافته، کم�تر کشورهای در می�باشد. مرتبط

مکاتبات عهده�دار ∗نویسنده�ی



خانوار هزینه�ی داده�های اساس بر آن�ها مقایسه�ی و لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های ۵٨

می�دهند. تشکیل را جامعه حاکم و مسلط گروه�های گروه�ها، این است. کارفرمایان و سرمایه�دارها زمین�ها،

طبقه�بندی این نتیجه�ی در است. بیکار غالباً فعال، جمعیت و زمین، فاقد اکثراً کشاورزان کشورها این در

مردم اکثریت بین آن، از کمی قسمت و جمعیت از محدودی اقلیت بین درآمدها بیش�تر قسمت گروه�ها،

بار اولین برای که می�شود حاصل منحنيی درآمدها، عادلانه�ی غیر توزیع نوع این اساس بر می�شود. تقسیم

مطالعه�ی برای است. معروف لورنتس منحنی به و شد معرفی ١٩٠۵ سال در لورنز اوتو ماکس توسط

و (٢٠٠۵) ديگران و ساربیا ،(١٩٩١) موتاتو ،(١٩٨٧) آرنولد ،(١٩٨٠) کاکوانی به را خواننده بیش�تر،

می�دهیم. ارجاع (٢٠٠۵) کلیبر

توزیع نابرابری اندازه�گیری برای شاخصی اغلب که است آماری پراکندگی مقیاس یک جینی، ضریب

می�شود تعریف قطر خط و لورنتس منحنی بین ناحیه�ی برابر دو به�صورت و می�گیرد قرار استفاده مورد درآمد

�طور به را لورنتس منحنی می�توان اگرچه می�گیرد. را یک و صفر بین مقادیری و است نامنفی همواره که

منحنی که است این لورنتس منحنی برآورد راه�های از یکی اما کرد، محاسبه تجربی، داده�های از مستقیم

دهیم. برازش آن به پارامتری خانواده�ی یک و کرده برآورد نقطه به نقطه شکل به را داده�ها لورنتس

یعنی: کند صدق لورنتس تابع شرایط در که است کلی فرم یک آوردن دست به تحقیق این از هدف

(a) L(٠) = ٠

(b) L(١) = ١

(c) L′(u) > ٠, ٠ 6 u < ١

(d) L′′(u) > ٠, ٠ 6 u 6 ١

(e) L(u) 6 u, ٠ < u < ١

(f) ٠ 6
∫ ١

٠
L(u)du 6 ١

٢
.

تابعی فرم�های از برخی بعد بخش در کرده، معرفی را جینی ضریب و لورنتس منحنی ابتدا در این، بر بنا

بر را نتایج پایان در و می�کنیم برآورد روش، سه به را آن�ها پارامترهای سپس می�کنیم. معرفی را لورنتس

می�کنیم. بیان روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های اساس
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۵٩ واقعی یداله و برزادران محتشمی غلامرضا مجیری، آزاده

جینی ضریب و لورنتس منحنی ٢

کوچک از را درآمدها سپس دهیم. نشان xn ،. . . ،x٢ ،x١ با را نمونه یا جامعه از فرد n درآمد کنید فرض

می�دهیم. نشان xn:n، . . . ، x٢:n،x١:n با بزرگ به کوچک از را آن مرتب�شده�ی و می�کنیم مرتب بزرگ به

:(٢٠٠٣ کاتز، و (کلیبر می�شود تعریف زیر به�صورت L(u) نماد با لورنتس تابع این، بر بنا

(١) L

(
k

n

)
=

∑k
i=١ xi:n∑n
i=١ xi:n

, k = ١, ٢..., n

مقادیر برای را (( kn), L(
k
n)) نقاط زوج اگر است. iام فرد مرتب�شده��ی درآمد xi:n و L(٠) = ٠ که

می�گویند. لورنتس منحنی آن به که می�آید وجود به محدبی نمودار کنیم رسم محورها دستگاه در k مختلف

نابرابری میزان اندازه�گیری برای ١٩١٢ سال در جینی کوارادو توسط که شاخص�هایی مهم�ترین از یکی

ضریب معرف زیر عبارت i = ١, ٢, ..., n مقادیر با جامعه یک برای است. جینی ضریب شد معرفی

است: جینی

(٢) G =
١
n

{
n+ ١− ٢

∑n
i=١(n+ ١− i)xi:n∑n

i=١ xi:n

}
.

مانند دیگری نرم�افزارهای از و می�شود محاسبه S-PLUS نرم�افزار از استفاده با تجربی جینی ضریب مقدار

کرد. استفاده می�توان هم STATA

می�توانیم هم باز بگیریم نظر در f(x) احتمال چگالی تابع با X تصادفی متغیر یک درآمد، برای اگر

تابع F (x) = Pr(X 6 x) =
∫ x
٠ f(y)dy اگر حالت این در کنیم. تعریف آن برای لورنتس تابع یک

موجود، E(X) =
∫∞
٠ yf(y)dy و چندکی تابع F−١(t) = sup{x : F (x) 6 t} تجمعی، توزیع

می�شود: تعریف زیر به�صورت L(u) آنگاه باشد، نامنفی و متناهی

(٣) L(u) =
١

E(X)

∫ u

٠
F−١(t)dt, u ∈ [٠, ١].

متغیر اگر است. L(١) = ١ و L(٠) = ٠ با محدب و صعودی پیوسته، [٠, ١] بازه�ی روی لورنتس تابع

می�شود: تعریف زیر به�صورت آن جینی ضریب باشد L(u) لورنتس تابع دارای X تصادفی

G = ٢
∫ ١

٠
[u− L(u)]du = ١− ٢

∫ ١

٠
L(u)du.(۴)

آمار پژوهشکده�ی ،١٣٨٧ c⃝
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آن�ها برآورد و لورنتس تابعی فرم�های معرفی ٣

یکنواخت به�طور کرده، عبور (١, ١) و (٠, ٠) نقاط از که تابع هر لورنتس، منحنی ویژگی�های به توجه با

تابع برآورد برای زیادی تابعی فرم�های می�کند. مشخص را لورنتس منحنی یک باشد، محدب و صعودی

،(١٩٨٠) کاکوانی ،(١٩٨۴) گوپتا ،(١٩٨٠) ديگران و راسچ ،(١٩٧٣) پودر و کاکوانی توسط لورنتس

(١٩٩٩) ديگران و ساربیا ،(١٩٩٣) چوتیکاپانیچ ،(١٩٩١) ديگران و ارتگا ،(١٩٨٩) آرنولد و ویلاسنور

سینگ-مادالا لگ�نرمال، چون مشهوری توزیع�های از تابعی فرم�های از برخی همچنین گردید. معرفی . . . و

.(١٩٨٨ اسمید، و (اسچادر می�شوند گرفته داگم و

راسچ ،(L٢ (تابع ديگران و ارتگا ،(L١ (تابع چوتیکاپانیچ پیشنهادی مدل�های معرفی به این�جا در

می�پردازیم آن�ها جینی ضرایب و (L۵ (تابع کاکوانی و (L۴ (تابع ديگران و ساربیا ،(L٣ (تابع ديگران و

است). شده محاسبه (۴) رابطه��ی اساس بر جینی (ضرایب

L١(u; k) =
eku − ١
ek − ١

, k > ٠, G١ =
(k − ٢)ek + (k + ٢)

k(ek − ١)
,

L٢(u;α, k) = uα[١− (١− u)k], α > ٠, ٠ < k 6 ١,

G٢ = ١− ٢[B(α+ ١, ١)−B(α+ ١, k + ١)],

L٣(u; k, γ) = [١− (١− u)k]γ , ٠ < k 6 ١, γ > ١,

G٣ = ١− ٢
k
B

(
١
k
, γ + ١

)
L۴(u;α, k, γ) = uα[١− (١− u)k]γ , α > ٠, γ > ١, ٠ < k 6 ١,

G۴ = ١− ٢
∞∑
i=٠

[
Γ(i− γ)

Γ(i+ ١)Γ(−γ)
B(α+ ١, ki+ ١)

]
,

L۵(u;α, β, δ) = u− αuδ(١− u)β, α > ٠, ٠ < β 6 ١, ٠ < δ 6 ١,

G۵ = ٢αB(δ + ١, β + ١).

L٣ ،L۴ تابع باشد α = ٠ هرگاه و می�دهد نتیجه را L٢ ،L۴ تابع باشد γ = ١ گاه هر که کنید توجه

است. بتا تابع B(., .) همچنین می�دهد. نتیجه را
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دوم توان�های کم�ترین روش به لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ٣٫١

کم�ترین روش از استفاده با را آن می�توانیم بگیریم، نظر در پارامتری فرم یک لورنتس منحنی برای اگر

را (un, L(un)) ،. . . ،(u١, L(u١)) مقادیر مجموعه که مفهوم این به کنیم، برآورد دوم توان�های

تابع مقادیر باید حال می�دهیم، برازش داده�ها به پارامتری) لورنتس تابعی (فرم تابع یک و کرده محاسبه

خطی تابع یک پارامتری، فرم اگر شود. مینیمم θ پارامترهای حسب بر
∑n

i=١(L(ui)− L(ui; θ))
٢

برآورد کامپیوتر با عددی روش�های به �صورت این غیر در و کلاسیک روش�های به آن پارامترهای باشد،

برآوردهای است، پارامترها از خطی غیر توابع پارامتری لورنتس تابعی فرم�های اغلب که آن�جا از می�گردد.

افزار نرم در nls فرمان از این�جا در می�گردد. محاسبه عددی روش�های با پارامترها دوم توان�های کم�ترین

می�کنیم. استفاده R

بهترین بتوان آن�ها روی از که است معیارهایی به نیاز لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد از بعد

مطلق قدر میانگین ،(MSE) خطا دوم توان�های میانگین از منظور، این برای داد. تشخیص را تابعی فرم

می�کنیم: استفاده زیر روابط با (MAX) خطا مطلق قدر ماکسیمم و (MAE) خطا

MSE =
١
n

n∑
i=١

{L(ui)− L(ui; θ̂)}٢,

MAE =
١
n

n∑
i=١

∣∣L(ui)− L(ui; θ̂)
∣∣,

MAX = max
i=١,٢,...,n

∣∣L(ui)− L(ui; θ̂)
∣∣,

است. لورنتس) تابعی (فرم برازش�شده لورنتس منحنی L(ui; θ̂) و تجربی لورنتس منحنی L(ui) که

است. تابعی فرم بودن بهتر نشان�دهنده�ی باشد کم�تر MAX و MAE ،MSE مقادیر چه هر

خطا، دوم توان�های میانگین همراه به را لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ٢ و ١ جداول

شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای را جینی ضریب و خطا مطلق قدر ماکسیمم خطا، مطلق قدر میانگین

می�دهند. نشان دوم توان�های کم�ترین روش به روستایی، و

کم�ترین داشتن با (L٣ تابع جدول، سوم (ردیف راسچ پیشنهادی تابعی فرم ،٢ و ١ جداول به توجه با

تابعی فرم بهترین خطا مطلق قدر ماکسیمم و خطا مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان�های میانگین مقدار

است.

آمار پژوهشکده�ی ،١٣٨٧ c⃝



خانوار هزینه�ی داده�های اساس بر آن�ها مقایسه�ی و لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های ۶٢

دوم توان�های کم�ترین روش به شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .١ جدول

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ۴١٣٢ ٠٫ ٠٧١١ ٠٫ ٠٢٢٣ ٠٫ ٠٠٠٨۵۴ k = ٢٫ ٧٨٣ ١

٠٫ ۴١٩ ٠٫ ٠١۶۴ ٠٫ ٠٠٣٨ ٠٫ ٠٠٠٠٢٢ α = ٠٫ ۴۶١, k = ٠٫ ۵٣٧ ٢∗

٠٫ ۴١٧٨ ٠٫ ٠٠٩۴ ٠٫ ٠٠٢٣ ٠٫ ٠٠٠٠٠٨ k = ٠٫ ۶١۶, γ = ١٫ ۴٠٨ ٣∗

٠٫ ۴١٧٨ ٠٫ ٠٠٩۴ ٠٫ ٠٠٢٣ ٠٫ ٠٠٠٠٠٨
α = ٠, k = ٠٫ ۶١۶,

۴∗
γ = ١٫ ۴٠٨

٠٫ ۴١۶١ ٠٫ ٠١٣۵ ٠٫ ٠٠٢٣ ٠٫ ٠٠٠٠٠٩
α = ٠٫ ٧٨۶, β = ٠٫ ۵٠٧,

۵
δ = ١

دوم توان�های کم�ترین روش به روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .٢ جدول

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٣٩۵١ ٠٫ ٠۶۴٢ ٠٫ ٠١٩۶ ٠٫ ٠٠٠۶٧٨ k = ٢٫ ۶٣٢ ١

٠٫ ۴٠١۶ ٠٫ ٠١٣٧ ٠٫ ٠٠٣ ٠٫ ٠٠٠٠١۴ α = ٠٫ ۴۵٧, k = ٠٫ ۵۶٢ ٢∗

٠٫ ۴٠٠٢ ٠٫ ٠٠٧۵ ٠٫ ٠٠١٨ ٠٫ ٠٠٠٠٠۵ k = ٠٫ ۶۴, γ = ١٫ ۴١ ٣∗

٠٫ ۴٠٠٢ ٠٫ ٠٠٧۵ ٠٫ ٠٠١٨ ٠٫ ٠٠٠٠٠۵
α = ٠, k = ٠٫ ۶۴,

۴∗
γ = ١٫ ۴١

٠٫ ٣٩٩١ ٠٫ ٠١١١ ٠٫ ٠٠١٨ ٠٫ ٠٠٠٠٠۶
α = ٠٫ ٧۶۶, β = ٠٫ ۵٢٨,

۵
δ = ٠٫ ٩٩١

کرد: معرفی جینی ضریب برآورد درستی بررسی برای را زیر پایین کران (١٩٧٢) گاستویریث

(۵) G > ١−
n∑
i=١

(ui − ui−١)[Lui + Lui−١],

است. u٠ = Lu٠ = ٠ که

٠٫ ٣٩٩٢ و ٠٫ ۴١۶٢ برابر ترتیب به روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای کران این مقدار

(این می�کنند صدق کران این در ساربیا و راسچ ارتگا، تابعی فرم�های شده�ی برآورد جینی ضریب که است،

شده�اند). مشخص ∗ علامت با ٢ و ١ جداول در تابعی فرم�های
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۶٣ واقعی یداله و برزادران محتشمی غلامرضا مجیری، آزاده

درست�نمایی ماکسیمم روش به لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ٣٫٢

می�کنیم. رده�بندی رده، T به را داده�ها ابتدا ديگر، روش به لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد برای

میانگین با تصادفی متغیرهای Qi = L(ui; θ)− L(ui−١; θ) برابر درآمد سهم بردار می�گیریم نظر در

است. θ = (θ١, ..., θT )
′ که باشند، E(Qi) = L(ui; θ)− L(ui−١; θ)

است: شده تولید زیر احتمال چگالی تابع با دیریکله توزیع از q = (q١, ..., qT )
′ بردار

(۶) Q ∼ f(q|α) = Γ(α١ + · · ·+ αT )

Γ(α١) . . .Γ(αT )
qα١−١
١ . . . qαT−١

T ,

نظر در همچنین است. گاما تابع Γ(·) و ديريكله چگالی تابع پارامترهای α = (α١, . . . , αT )
′ که

باشد: زیر رابطه�ی با منحنی پارامترهای از تابعی α می�گیریم

(٧) αi = λ[L(ui; θ)− L(ui−١; θ)],

به�صورت q برای احتمال چگالی تابع (٧) و (۶) روابط از استفاده با است. مجهول اضافی پارامتر λ که

است: زیر

f(q|ϕ) = Γ(λ)

T∏
i=١

q
λ[L(ui;θ)−L(ui−١;θ)]−١
i

Γ[λ{L(ui; θ)− L(ui−١; θ)}]
.

زیر به�صورت ln تابع ساختن ماکسیمم مبنای بر ،ϕ = (θ′, λ)′ برای درست�نمایی ماکسیمم برآورد

:(٢٠٠٢ گریفیتث، و (چوتیکاپانیچ است

ln[f(q|ϕ)] = ln Γ(λ) +
T∑
i=١

[λ{L(ui; θ)− L(ui−١; θ} − ١]

× ln qi −
T∑
i=١

ln Γ[λ{L(ui; θ)− L(ui−١; θ)}].(٨)

ماکسیمم برآورد عددی روش�های از استفاده و (٨) رابطه�ی در لورنتس تابعی فرم�های دادن قرار با

می�آید. دست به تابعی فرم�های پارامترهای درست�نمایی

بردار از جا همه در ما منظور می�بریم کار به هزینه داده�های روی را برآورد روش�های این�که به توجه با

نظر در رده ٢١ روستایی، داده�های برای و رده ١٨ شهری، داده�های برای است. هزینه سهم بردار درآمد، سهم
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خانوار هزینه�ی داده�های اساس بر آن�ها مقایسه�ی و لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های ۶۴

درست�نمایی ماکسیمم روش به شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .٣ جدول

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٠٨١۵ ٠٫ ٢۴٨٣ ٠٫ ١۶٧۴ ٠٫ ٠٣٣٢۴ k = ٠٫ ۴٩١ ١

٠٫ ٣٨٩۵ ٠٫ ٠٢۶۶ ٠٫ ٠١٣٨ ٠٫ ٠٠٠٢٨ α = ٠٫ ٣٨٨, k = ٠٫ ۵۵٧ ٢

٠٫ ٣٩۴٨ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠١١ ٠٫ ٠٠٠١۶٧ k = ٠٫ ۶١٨, γ = ١٫ ٣۴٩ ٣

٠٫ ٣٩٣٣ ٠٫ ٠٢١۶ ٠٫ ٠١١۶ ٠٫ ٠٠٠١٩
α = ٠٫ ٠٠٧, k = ٠٫ ۶٢٢,

۴
γ = ١٫ ٣۴٩

٠٫ ٣٩۴٢ ٠٫ ٠٢٢٣ ٠٫ ٠١١١ ٠٫ ٠٠٠١۶٨
α = ٠٫ ٧۶۴, β = ٠٫ ۵٣٢,

۵
δ = ٠٫ ٩٩٩

درست�نمایی ماکسیمم روش به روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .۴ جدول

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٠١٠٣ ٠٫ ٢٨٠۴ ٠٫ ١٩۴۴ ٠٫ ٠۴۴٢٢ k = ٠٫ ٠۶٢ ١

٠٫ ٣۶٨٢ ٠٫ ٠٢٧۵ ٠٫ ٠١۵٨ ٠٫ ٠٠٠٣۴ α = ٠٫ ٣۶, k = ٠٫ ۵٧٩ ٢

٠٫ ٣٧١٩ ٠٫ ٠٢٢٨ ٠٫ ٠١٣٨ ٠٫ ٠٠٠٢۵ k = ٠٫ ۶٣٨, γ = ١٫ ٣٢٩ ٣

٠٫ ٣٧٠٣ ٠٫ ٠٢۴٣ ٠٫ ٠١۴۶ ٠٫ ٠٠٠٢٨
α = ٠٫ ٠٣۵, k = ٠٫ ۶٣٧,

۴
γ = ١٫ ٣٠١

٠٫ ٣۶٧٩ ٠٫ ٠٢۵٩ ٠٫ ٠١۵٧ ٠٫ ٠٠٠٣
α = ٠٫ ٧١٩, β = ٠٫ ۵۴۶,

۵
δ = ٠٫ ٩٩

است. شده گرفته

خطا، دوم توان�های میانگین همراه به را لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ،۴ و ٣ جداول

شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای را جینی ضریب و خطا مطلق قدر ماکسیمم خطا، مطلق قدر میانگین

می�دهند. نشان درست�نمایی ماکسیمم روش به روستایی و

کم�ترین داشتن با (L٣ تابع جدول، سوم (ردیف راسچ پیشنهادی تابعی فرم ۴ و ٣ جداول به توجه با

تابعی فرم بهترین خطا مطلق قدر ماکسیمم و خطا مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان�های میانگین مقدار

است.

صدق ،(۵) رابطه�ی گاستویریث، پایین کران در تابعی فرم�های از هیچ�کدام شده�ی برآورد جینی ضریب

نمی�کنند.
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۶۵ واقعی یداله و برزادران محتشمی غلامرضا مجیری، آزاده

(EPM) اصلی صدک روش به لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ٣٫٣

هادی و کاستیلو توسط که لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد برای کلی روش یک بخش این در

است. لورنتس توابع خانواده�ی همه�ی برای استفاده قابل که می�کنیم معرفی را است شده پیشنهاد (١٩٩۵)

شود. گرفته کار به می�تواند لورنتس تابع به مربوط توزیع تابع یا لورنتس تابع هر برای روش این همچنین

پایا هستند لورنتس تابعی فرم�های دیگر از تابعی که متغیرهایی تعیین برای که است این روش این مزيت

می�گیرد. قرار استفاده مورد نیز شده گروه�بندی و خام داده�های برای روش این همچنین است،

می�آید دست به پارامترها اولیه�ی برآوردهای اول مرحله�ی در است، مرحله دو شامل اصلی صدک روش

می�آید. دست به نهایی برآوردهای و می�شوند ترکیب مناسب روش�های به اولیه برآوردهای دوم مرحله�ی در و

.(١٩٩٨ ديگران، و (کاستیلو می�پردازیم لورنتس تابع از استفاده با پارامترها برآورد به این�جا در

(un, vn) ،. . . ،(u١, v١) زوج، n شامل مشاهدات و داده�ها لورنتس تابع v = L(u) کنید فرض

است. si = x١:n + x٢:n + · · · + xi:n ،i = ١, ٢, . . . , n و vi = si
sn

،ui = i
n که باشند،

معنای به ij ∈ {١, ٢, . . . , n} آن در که می�کنیم انتخاب I = {i١, . . . , ir} از rتایی مجموعه�ای

زیر معادله�ی حل با است. θ در پارامترها تعداد r و iام دفعه�ی در j ∈ {١, ٢, . . . , r} انتخاب

می�آید: دست به اولیه برآوردهای

(٩) vi = L(ui; θ), i ∈ I.

می�آوریم. دست به را اولیه برآوردهای L(u; θ) جای به معرفی�شده لورنتس تابعی فرم�های دادن قرار با حال

چوتیکاپانیچ پارامتری فرم

قرار با می�باشد. r = ١ این، بر� بنا است. k پارامتر شامل (L١ (تابع چوتیکاپانیچ پیشنهادی تابعی فرم

می�آیند. دست به k اولیه�ی برآوردهای زیر معادله�ی حل و (٩) رابطه�ی در فرم این دادن

(١٠) h(k) = exp(kui)− vi exp(k) + vi − ١ = ٠, k > ٠, i = ١, ٢, . . . , n.

(١٠) رابطه�ی دهیم، قرار β = exp(k) اگر می�کنیم. استفاده دوبخشی روش از معادلاتی چنین حل برای

می�شود: تبدیل زیر به�صورت

(١١) h(β) = βui − viβ + vi − ١ = ٠, β > ٠, i = ١, ٢, . . . , n.

آمار پژوهشکده�ی ،١٣٨٧ c⃝



خانوار هزینه�ی داده�های اساس بر آن�ها مقایسه�ی و لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های ۶۶

دست به را β̂ است β٠ = (uivi )
١

١−ui که
(
β٠, ٢β٠ − h(٢β٠)

h′(٢β٠)

)
بازه�ی روی دوبخشی روش انجام با

می�باشد. k̂ = log β̂ این، بر بنا می�آوریم.

ديگران و ارتگا پارامتری فرم

r = ٢ این، بر بنا است. k و α پارامترهای شامل (L٢ (تابع ديگران و ارتگا پیشنهادی تابعی فرم

معادله�ی حل و (٩) رابطه�ی در فرم این دادن قرار و (uj , vj) ،(ui, vi) مجزا نقاط انتخاب با می�باشد.

می�آیند. دست به k اولیه�����ی برآوردهای زیر خطی غیر

h(k) =
log vi − log{١− (١− ui)

k}
log vj − log{١− (١− uj)k}

− log ui
log uj

= ٠,

i, j ∈ {١, ٢, . . . , n}, i ̸= j.(١٢)

دست به k̂ij ،k٠ =
log(١−vj)
log(١−uj) آن در که (k٠, ١) و (٠, k٠) بازه�های روی دوبخشی روش بردن کار به با

می�آید دست به α اولیه�ی برآوردهای زیر رابطه�ی در آن دادن قرار و k̂ij آوردن دست به از بعد می�آید.

:(١٩٩٩ دیگران، و (ساربیا

α̂ij =
log vi − log{١− (١− ui)

k̂ij}
log ui

.(١٣)

ديگران و راسچ پارامتری فرم

r = ٢ این، بر بنا است. γ و k پارامترهای شامل (L٣ (تابع ديگران و راسچ پیشنهادی تابعی فرم

معادله�ی حل و (٩) رابطه�ی در فرم این دادن قرار و (uj , vj) ،(ui, vi) مجزا نقاط انتخاب با می�باشد.

می�آیند. دست به k اولیه�ی برآوردهای زیر خطی غیر

(١۴) h(k) =
log{١− (١− ui)

k}
log{١− (١− uj)k}

− log vi
log vj

= ٠, i, j ∈ {١, ٢, ..., n}, i ̸= j.

روی دوبخشی روش کاربردن به و (١۴) رابطه�ی در شرط این دادن قرار با .vi < vj آنگاه ،ui < uj اگر

برآوردهای زیر رابطه�ی در آن دادن قرار و k̂ij آوردن دست به از بعد می�آید. دست به k̂ij ،(٠, ١) بازه�ی

می�آید. دست به γ اولیه�ی

J. Statist. Res. Iran 5 (2008): 57–74



۶٧ واقعی یداله و برزادران محتشمی غلامرضا مجیری، آزاده

(١۵) γ̂ij =
log vi

log{١− (١− ui)k̂ij}
.

ديگران و ساربیا پارامتری فرم

r = ٣ این، بر بنا است. γ و α ،k پارامترهای شامل (L۴ (تابع ديگران و ساربیا پیشنهادی تابعی فرم

و (٩) رابطه�ی در فرم این دادن قرار و (us, vs) ،(uj , vj) ،(ui, vi) مجزا نقاط انتخاب با می�باشد.

می�آیند. دست به k اولیه�ی برآوردهای زیر خطی غیر معادله�ی حل

h(k) =
U(i, j, s) + U(j, s, i) + U(s, i, j)

log{١− (١− ui)k} log uj − log{١− (١− uj)k} log ui
= ٠,

i, j, s ∈ {١, ٢, . . . , n}, i ̸= j ̸= s,(١۶)

است. U(i, j, s) = log{١− (١− us)
k}(log uj log vi − log ui log vj) آن در که

روی دوبخشی روش بردن کار به با است راسچ و ارتگا تابعی فرم دو ترکیب ساربیا فرم این�که به�علت

برآوردهای زیر روابط در آن دادن قرار و k̂ijs آوردن دست به از بعد می�آید. دست به k̂ijs ،(٠, ١) بازه�ی

می�آیند. دست به α و γ اولیه��ی�

(١٧) γ̂ijs =
log ui log vj − log uj log vi

log{١− (١− uj)k̂ijs} log ui − log{١− (١− ui)k̂ijs} log uj
,

(١٨) α̂ij =
log vi − γ̂ijs log{١− (١− ui)

k̂ijs}
log ui

.

کاکوانی پارامتری فرم

می�باشد. r = ٣ این، بر بنا است. δ و β ،α پارامترهای شامل (L۵ (تابع کاکوانی پیشنهادی تابعی فرم

معادله�ی حل و (٩) رابطه�ی در فرم این دادن قرار و (us, vs) ،(uj , vj) ،(ui, vi) مجزا نقاط انتخاب با

می�آیند. دست به α اولیه�ی برآوردهای زیر خطی غیر

آمار پژوهشکده�ی ،١٣٨٧ c⃝



خانوار هزینه�ی داده�های اساس بر آن�ها مقایسه�ی و لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های ۶٨

log(α) =
M(i, j, s) +M(j, s, i) +M(s, i, j)

N(i, j) +N(j, s) +N(s, i)
= ٠,

i, j, s ∈ {١, ٢, . . . , n}, i ̸= j ̸= s,(١٩)

می�شوند: تعریف زیر به�صورت N(i, j) ,M(iو j, s) که

M(i, j, s) = log(us − vs)
{
log(ui) log(١− uj)− log(uj) log(١− ui)

}
,

N(i, j) = log(ui) log(١− uj)− log(uj) log(١− ui).

می�آیند. �دست به δ و β پارامترهای اولیه��ی برآوردهای زیر روابط از استفاده با

β̂ =
log(uj − vj) log(ui)− log(ui − vi) log(uj)

log(١− uj) log(ui)− log(١− ui) log(uj)

+ log(α̂)
log(uj)− log(ui)

log(١− uj) log(ui)− log(١− ui) log(uj)
(٢٠)

(٢١) δ̂ =
log(ui − vi)− log(α̂)− β̂{log(١− ui)}

log ui
.

r و n بزرگ مقادیر برای دارد. بستگی r مشاهدات تعداد به L(u; θ) از آمده دست به برآوردهای

برآوردهای تمام گرفتن نظر در جای به حالت این در این، بر بنا است. زیاد بسیار اولیه برآوردهای تعداد

است. N < n که می�کنیم انتخاب را (N) اولیه��ی مقادیر مجموعه�ی از تعیین�شده�ای پیش از تعداد اولیه،

می�کنیم ترکیب زیر روابط با را است j = ١, ٢, . . . , r آن در که θ̂jN ،. . . ،θ̂j١ اولیه�ی مقادیر مجموعه�ی

می�آید. دست به نهایی برآورد و

(٢٢) θ̂(MED) = med(θ̂j١, θ̂j٢, ..., θ̂jN ),

(٢٣) θ̂(LMS) = LMS(θ̂j١, θ̂j٢, ..., θ̂jN ),
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۶٩ واقعی یداله و برزادران محتشمی غلامرضا مجیری، آزاده

اصلی صدک روش به شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .۵ جدول

((٢٠) (رابطه�ی

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٣٩٢٢ ٠٫ ٠٧٨٩ ٠٫ ٠٢٠۶ ٠٫ ٠٠٠٩٨٩ k = ٢٫ ۶٠٨ ١

٠٫ ۴٢٣٩ ٠٫ ٠٣١٧ ٠٫ ٠٠۵٢ ٠٫ ٠٠٠٠٩۴ α = ٠٫ ٣۶۵, k = ٠٫ ۵٠١ ٢∗

٠٫ ۴١٩٢ ٠٫ ٠١۶۴ ٠٫ ٠٠٢٧ ٠٫ ٠٠٠٠٢٣ k = ٠٫ ۵٩٢, γ = ١٫ ٣۶ ٣∗

٠٫ ۴١٧٧ ٠٫ ٠٢٠٧ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ٠٠٠٠١٩
α = ٠٫ ٧۴۵, β = ٠٫ ۴٧۵,

۴∗
δ = ٠٫ ٩۶۶

به آمده دست به برآورد LMS(α١, . . . , αn) و (α١, . . . , αn) بردار میانه�ی med(α١, . . . , αn) که

نقطه�ی برابر که minmed(L(ui)− L(ui; θ))
٢ می�باشد (LMS) دوم توان�های میانه�ی کم�ترین روش

.(١٩٨٧ لروی، و (روسیو است α١،. . . ،αn تعداد نصف شامل بازه کوچک�ترین میانی

با سیستماتیک نمونه�ی یک داده�ها زیاد حجم به�علت روستایی، و شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای

٧٠ و ۶۵ ترتیب به روستایی و شهری خانوار نمونه�ی در زیرفاصله�ها و شده گرفته (N = ٢٠٠) ٢٠٠ حجم

می�باشد.

قابل غیر نتایج (٠, k٠) بازه�ی در آمده دست به جواب�های ارتگا تابعی فرم در که است ذکر به لازم

است. شده انجام (k٠, ١) بازه��ی اساس بر محاسبات اين، بر بنا است). منفی α (مقادیر داشت قبولی

انجام (α منفی (مقادیر قبول قابل غیر نتایج داشتن به�علت ساربیا تابعی فرم به مربوط محاسبات همچنین

نشد.

آمده �دست به (٢٠) رابطه�ی از استفاده با که لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ۶ و ۵ جداول

ضریب و خطا مطلق قدر ماکسیمم خطا، مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان�های میانگین همراه به را است

می�دهند. نشان اصلی صدک روش به روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای را جینی

(ردیف کاکوانی پیشنهادی تابعی فرم شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای ،۶ و ۵ جداول به توجه با

سوم (ردیف راسچ پیشنهادی تابعی فرم روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای و (L۵ تابع جدول، چهارم

ماکسیمم و خطا مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان�های میانگین مقدار کم�ترین داشتن با (L٣ تابع جدول،

است. تابعی فرم بهترین خطا مطلق قدر

گاستویریث پایین کران در چوتیکاپانیچ تابعی فرم جز به تابعی فرم�های همه�ی شده�ی برآورد ضریبجینی

شده�اند). مشخص ∗ علامت با جداول، در تابعی فرم�های (این می�کنند صدق ((۵) (رابطه�ی
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اصلی صدک روش به روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .۶ جدول

((٢٠) (رابطه��ی

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٣٨ ٠٫ ٠۶٩۴ ٠٫ ٠١٨ ٠٫ ٠٠٠٧۴٩ k = ٢٫ ۵٠٩ ١

٠٫ ۴٠٣٢ ٠٫ ٠٢٣ ٠٫ ٠٠۴ ٠٫ ٠٠٠٠۴۶ α = ٠٫ ٣٨۵, k = ٠٫ ۵٣۶ ٢∗

٠٫ ۴٠٠٨ ٠٫ ٠٠١١ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٠٠٠٠١ k = ٠٫ ۶٢۵, γ = ١٫ ٣٨ ٣∗

٠٫ ۴٠٠۵ ٠٫ ٠١٧ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٠٠٠٠١٢
α = ٠٫ ٧٢٨, β = ٠٫ ۴٩٨,

۴∗
δ = ٠٫ ٩۵٨

آمده دست به (٢١) رابطه�ی از استفاده با که لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد ،٨ و ٧ جداول

ضریب و خطا مطلق قدر ماکسیمم خطا، مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان�های میانگین همراه به را است

می�دهند. نشان اصلی صدک روش به روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای را جینی

سوم (ردیف راسچ پیشنهادی تابعی فرم شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای ٨ و ٧ جداول به توجه با

چهارم (ردیف کاکوانی پیشنهادی تابعی فرم روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای و (L٣ تابع جدول،

ماکسیمم و خطا مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان�های میانگین مقدار کم�ترین داشتن با (L۵ تابع جدول،

است. تابعی فرم بهترین خطا مطلق قدر

تابعی فرم جز به تابعی فرم�های همه�ی شده��ی برآورد جینی ضریب شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای

کاکوانی تابعی فرم شده��ی برآورد جینی ضریب فقط روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای و چوتیکاپانیچ

مشخص علامت∗ با جداول در تابعی فرم�های (این می�کنند صدق ((۵) (رابطه�ی گاستویریث پایین کران در

شده�اند).

نتیجه�گیری ۴

توسط که صحت عدم اطلاع اندازه�ی معیار از تابعی فرم�های برای شده ذکر برآورد روش سه مقایسه�ی برای

می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�کنیم استفاده شد معرفی (١٩۶٧) تهیل

(٢۴) I =

T∑
i=١

qi ln

(
qi
q̂i

)
,
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اصلی صدک روش به شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .٧ جدول

((٢١) (رابطه�ی

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٣٧٩٩ ٠٫ ٠٨٣۶ ٠٫ ٠٢١٣ ٠٫ ٠٠١١٩٣ k = ٢٫ ۵٠٨ ١

٠٫ ۴٢٢٣ ٠٫ ٠٣٢١ ٠٫ ٠٠۵٧ ٠٫ ٠٠٠٠٩۶ α = ٠٫ ٣۵۴, k = ٠٫ ۵ ٢∗

٠٫ ۴١٧٣ ٠٫ ٠١۵٩ ٠٫ ٠٠٣ ٠٫ ٠٠٠٠٢٢ k = ٠٫ ۵٩٢, γ = ١٫ ٣۵۵ ٣∗

٠٫ ۴٢٠٨ ٠٫ ٠٢٧١ ٠٫ ٠٠٣ ٠٫ ٠٠٠٠۴١
α = ٠٫ ٧٢٩, β = ٠٫ ۴۵۴,

۴∗
δ = ٠٫ ٩۵۶

اصلی صدک روش به روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای لورنتس تابعی فرم�های پارامترهای برآورد .٨ جدول

((٢١) (رابطه�ی

جینی ضریب
قدر ماکسیمم قدر میانگین توان�های میانگین

پارامترها برآورد ردیف
خطا مطلق خطا مطلق خطا دوم

٠٫ ٣۶٩ ٠٫ ٠٧٣٣ ٠٫ ٠١٨٣ ٠٫ ٠٠٠٨٨٧ k = ٢٫ ۴٢٢ ١

٠٫ ٣٩٧ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٠۴٨ ٠٫ ٠٠٠٠۴ α = ٠٫ ٣٧٩, k = ٠٫ ۵۴٣ ٢

٠٫ ٣٩٣٧ ٠٫ ٠٠٨۶ ٠٫ ٠٠٣٨ ٠٫ ٠٠٠٠٢ k = ٠٫ ۶٣١, γ = ١٫ ٣٧٣ ٣

٠٫ ۴٠٢١ ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٠١٧ ٠٫ ٠٠٠٠١٩
α = ٠٫ ٧٢, β = ٠٫ ۴٨٧,

۴∗
δ = ٠٫ ٩۵٣

نزدیک q̂i و qi مقادیر چه هر است. q̂i = L(ui; θ̂)−L(ui−١; θ̂) و qi = L(ui)−L(ui−١) که

است. برآورد روش بودن بهتر نشان�دهنده�ی و می�یابد کاهش I مقدار باشند هم به

که است مقایسه قابل آزادی درجه�ی T −K با (χ٢) خی�دو با I مقدار لورنتس تابعی فرم هر برای

برازش عدم نشان�دهنده�ی باشد I > χ٢
T−K هرگاه است. مدل پارامترهای تعداد K و رده�ها تعداد T

است. داده�ها به لورنتس تابعی فرم

روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای برآورد روش سه هر برای را مقدار ١٠ و ٩ جداول

می�دهند. نشان

اطلاع اندازه�ی مقدار کم�ترین داشتن با دوم توان�های کم�ترین برآورد روش ١٠ و ٩ جداول به توجه با

شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای برآورد روش بهترین لورنتس تابعی فرم�های همه�ی در (I) صحت عدم

فرم که کرد استفاده می�توان لورنتس تابعی فرم بودن بهتر برای معیار این از همچنین است. روستایی و
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صدک و درست�نمایی ماکسیمم دوم، توان�های کم�ترین برآورد روش�های برای صحت عدم اطلاع اندازه�ی مقادیر .٩ جدول

شهری خانوار هزینه�ی داده�های برای اصلی

L۵ تابع L۴ تابع L٣ تابع L٢ تابع L١ تابع تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های

٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٠٨ ٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ٠٣۵٣ دوم توان�های کم�ترین روش

٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٠٢۵ ٠٫ ٢١۶٨ درست�نمایی ماکسیمم روش

٠٫ ٠٠٢٢ - ٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٣۶۴ (٢٠) رابطه�ی از استفاده با پارامترها برآور روش

٠٫ ٠٠٣۶ - ٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠٠۵٢ ٠٫ ٠٣٧٩ (٢١) رابطه�ی از استفاده با پارامترها برآورد اصلی صدک

صدک و درست�نمایی ماکسیمم دوم، توان�های کم�ترین برآورد روش�های برای صحت عدم اطلاع اندازه�ی مقادیر .١٠ جدول

روستایی خانوار هزینه�ی داده�های برای اصلی

L۵ تابع L۴ تابع L٣ تابع L٢ تابع L١ تابع تابعی فرم�های پارامترهای برآورد روش�های

٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٢٧٩ دوم توان�های کم�ترین روش

٠٫ ٠٠٢۵ ٠٫ ٠٠١٧ ٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٠٠٢۴ ٠٫ ٢۶۵٧ درست�نمایی ماکسیمم روش

٠٫ ٠٠١٢ - ٠٫ ٠٠٠٧ ٠٫ ٠٠٢۶ ٠٫ ٠٢٨۶ (٢٠) رابطه�ی از استفاده با پارامترها برآورد روش

٠٫ ٠٠١٧ - ٠٫ ٠٠٠۶ ٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ٠٢٩۶ (٢١) رابطه�ی از استفاده با پارامترها برآورد اصلی صدک

نتایجی همانند نتایج تقریباً که است برآورد روش سه هر در I مقدار کم�ترین دارای (L٣ (تابع راسچ تابعی

برای T و α = ٠٫ ٠۵ مقدار که χ٢
α,T−k با I مقادیر مقایسه�ی با آمد. دست به MSE معیار با که است

به لورنتس تابعی فرم�های همه�ی است ٢١ و ١٨ برابر ترتیب به روستایی و شهری خانوار هزینه�ی داده�های

می�برازد. داده�ها

سپاسگزاری

و ترتیبی داده�های قطب حمایت از دوم نویسنده�ی و آمار پژوهشکده�ی حمایت از مقاله این اول نویسنده�ی
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